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Über gewisse eindeutige involutorische Transforma¬ 
tionen der Ebene. 

Von Karl Bobek, 

Privatdocenten in Prag. 


I. 

Obgleich es möglich ist jede eindeutige involutorische Trans¬ 
formation der Ebene durch successive Anwendung von quadra¬ 
tischen Transformationen auf einen von vier bestimmten Grund¬ 
typen zu reduciren, 1 * * glaube ich doch im Folgenden einige Unter¬ 
suchungen über eine ausgezeichnete Reihe dieser Transforma¬ 
tionen der hohen Akademie vorlegen zu dürfen, die sich durch 
die Einfachheit ihrer Definition auszeichnen und ein bemerkens- 
werthes Beispiel solcher Transformationen liefern. Unter ihnen 
treten die bekannten Transformationen 8 tevZ und 17ter3 Ordnung 
als Glieder dieser Reihe auf. Die Transformationen zeigen die 
bemerkenswertlie Eigenschaft, dass eine ungerade Anzahl der¬ 
selben hintereinander angewandt wieder zu einer Transformation 
der Reihe führt, hingegen liefert eine gerade Anzahl solcher 
Transformationen eine eindeutige, aber nicht mehr involutorische 
Transformation der Ebene. 

Ein weiteres Interesse bieten diese Transformationen dadurch, 
dass in engster Beziehung mit ihnen hyperelliptische Curven 
auftreten, und auf diese Art gewisse Typen solcher Curven 
erhalten werden können, 4 von denen sich aber zeigen lässt, dass 


i Cf. Bertini: Ricerche sulle transformazioni univoche involutorie 
nel piano. Annali di matematica, Serie II, Tomo VIII, pag. 244. 

Geiser: Über zwei geometrische Probleme. Grelle, Bd. 67, pag. 78. 

Bertini, 1. c. pag. 245. 

4 Vgl. Küpper: Über hyperelliptische Curven 3n*er Ordnung. Ab¬ 
handlungen der kgl. böhm. Gesellschaft derWissenschaften. Prag 1884. 
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sie, vom Geschlecht p , von p- f-1 willkürlichen Constanten 
abhängen, lind dass sie daher specielle Curven dieser Art sind 
(Vgl. pag. 513.) 

I. Eindeutige involutorische Transformationen der 

(3v-t-5)ten Ordnung. 

1. Es seien die Punkte i= 1 , 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9 Basispunkte 
eines Büschels von Curven 3 ter Ordnung. Man bestimme eine 
nicht zerfallende Curve F 7 der vten Ordnung so, dass sie den 
Punkt i zum 7 r fachen Punkt besitzt, wobei 

7, ^7*^73^7*^7#^76^7t^78^7«^0 

sei. Die Zahlen 7 * wählen wir nun so, dass 

!> 

^?7f = 3v — 1 (1) 

1 

ist. Da dann jede Curve des Büschels 3 ter Ordnung durch 1—9 
die T v nur in einem Punkte schneidet, so ist T v rational oder 
es gilt gleichzeitig mit ( 1 ) auch 

9 

^ 7^7—1) = (v-l)(v-2), 

1 

woraus sich mit Hilfe von ( 1 ) 

a 

^7? = v 2 +1 (2) 

1 

ergibt. Aus ( 1 ) und ( 2 ) folgt nun 

JS 7i (7 f +l) = iv(v + 3), 

d h. die Curve F 7 ist durch die Annahme der vielfachen Punkte 
1—9 vollständig bestimmt. 

Wir werden bald eine Methode angeben, mittels deren man 
aus den Zahlen v und 7 * für eine Curve F 7 die Zahlen 7 , für eine 
Curve höherer als vten Ordnung angeben kann. Hier mögen einige 
der Zahlen angegeben werden. 

31 * 
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Der variable Punkt in dem eine Curve C 3 des Büschels durch 
1 —9 die T v trifft, sei mit 7 bezeichnet. 

Wir setzen nun folgende Beziehung zwischen den Punkten 
der Ebene fest: 

Einem Punkte a möge der Punkt a entsprechen, 
in welchem CI (die Curve 3ter Ordnung des Büschels durch 
1 —9, welche durch den Punkt a geht) die Gerade fä noch 
schneidet. 

Die hiedurch definirte Verwandtschaft zwischen den Punkten 
«, a der Ebene ist offenbar eindeutig und involutorisch. Die 
Punkte 1 —9 sind ihre Fundamentalpunkte. 
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2. Dem Punkte i möge die Fundamentalcurve A*' 1 entsprechen 
Ihre Ordnung v Ä - ergibt die folgende Betrachtung. Ist a ein Punkt 
einer beliebigen Geraden g und schneidet cd die T ' in demselben 
Punkte, wie C% so ist a ein Schnittpunkt von g mit A'X Es trifft 
nun ~äi die Curve F v in v —7* Punkten, durch die ebensoviele 
Curven 3 ter Ordnung gehen, die g in 3 (v —7*) Punkten a! treffen 
sollen. Umgekehrt entspricht einem Punkte o! ein Punkt a. Es 
treten mithin auf g im Ganzen 3 (v—7*)-hl Coincidenzen auf, von 
denen v auf F v liegen und die 2v —37*+ 1 übrigen offenbar 
Punkte von A'!*‘ sind. 

Die Ordnung der Fundamentalcurve A v * ist daher 
Vi — 2v— 37 z - hl. 

Legt man g durch den Punkt i, so ergibt die obige Corre- 
spondenz, dass der Punkt i für A^‘ ein (v— 27 ,-h l)-facher ist, was 
übrigens auch daraus folgt, dass auf g nur die v —7* Punkte von 
Anliegen können, in denen die Curven 3ter Ordnung, die durch die 
v—7z Schnittpunkte von g mit F v gehen, die Gerade g schneiden. 

Legt man g durch den Fundamentalpunkt x, so ergibt die 
Correspondenz, da einem Punkte ci, ausser noch 2 (v —7,) 
Punkte a! entsprechen, 2(v —7*)-hl Coincidenzen, unter denen 
(v —7- x ) Schnittpunkte von T v mit g auftreten, so dass auf g 
nunmehr bloss 2 (v — 7*)+ 1 — (v — 7*)= v — 27*4- 7*4- 1 Punkte 
von Anliegen, oder der Punkt x ist für Ay ein (v —7*—7*)- 
facher. 

Bezeichnet man also die Ordnung der Vielfachheit des 
Punktes x von AV mit 7**, so ist 

7 ix = v—7<—7x für i^Fy. 

und ( 3 ) 

t 1ü=v-2yi-’rl 

Hieraus folgt, dass die A'/, wie es sein muss, rational sind, 
und sich ausserhalb der Fundamentalpunkte nicht mehr schneiden. 

3 . Entspricht dem Punkte i eine'Fundamentalcurve, so dass 
also 2 v—37*+ 1 >0 ist, so müssen offenbar die Zahlen y u und y u 
entweder positiv oder es können einzelne auch null sein, d. h. es ist 

v + 1—27*^0 
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Da nun y t der höchstvielfache Punkt ist, so wird, im Falle 
diesem eine Fundamentalcurve entspricht, 


7i = 


v + 1 


sein. 


Soll aber dem Punkte 1 keine Fundamentalcurve entsprechen, 
so muss entweder die Gerade I7, wenn 7 der Schnittpunkt der 
beweglichen C 3 mit T ' ist, fest sein, oder die entsprechende C 3 
in 1 berühren. Der erste Fall kann offenbar nur eintreten, wenn 
P v die Gerade I7 selbst ist, also v = 1 ; = 1 , y 2 = 1 . Der zweite 

zweite Fall, da I7 die C 3 im Punkte 1 berührt, liefert eine Curve 
4ter Ordnung*, welche in 1 einen 3 -fachen Punkt hat, und welche 
durch den Curvenbüschel C 3 und den ihm projectivischen Tan- 
g’entenbiischel erzeugt wird. Es ist der zweite unter v = 4 in der 
Tafel angegebene Fall der F \ 

In jedem anderen Falle wird also dem Punkte 1 , und folglich 
auch jedem Punkte i eine Fundamentalcurve entsprechen und 
es ist 


7i ^ 


v + 1 
2 * 


( 4 ) 


Da 7^7! ist, so entsprechen auch allen Punkten i Funda- 
mentalcurven, die durch diesen Punkt i gehen. 

Für eine Fundamentalcurve A 7 ist 

9 !) 

y? y (x = V +1 — 2 y,+ (v—7—7*), 

J I 


hiebei bedeutet 2/, dass * alle Werthe von 1—9 annehmen soll, 
ausser den Werth i. Also ist zu Folge (1) 

9 

liv = 6v— 97 ,+2 — 3v,—1 
1 


d. h. die Curve A '- 1 kann als eine Curve T genommen werden, um 
eine neue Verwandtschaft zu definiren. 


Da 2 y t -= 3 v — 1 , so muss wenigstens ein 


3v—1 
_ 9““ 


3v—1 

wären alle 7,->— ö —, so wäre auch 2 7,- > 3v — 1. Ist 


denn 

also 


9 
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3v—1 

7; < —g— , SO wird 

37; < v— l 
2v—37,-hl -> v + 1, 

d. h. v^v + 1. Es ist also die diesem Fundamentalpunkte ent¬ 
sprechende Fundamentalcurve von höherer Ordnung als die F\ 
.... , . , 3v—1 . , 


So viele verschiedene Werthe also y £ < 


sind, so viele neue 


Curven F kann man angeben, die eine höhere Ordnung haben 
, ^ , 3v—1 


als die angenommene. Es kommen auch > 


vor; durch 


diese erhält man offenbar Curven F niedrigerer Ordnung. (Vgl. 

pag. 492.) 

4. Ist n die Ordnung der Verwandtschaft, so wird die Curve 
w.ter Ordnung welche der Geraden g entspricht im Funda¬ 
mentalpunkte i einen v r fachen Punkt haben. Zwei Curven G n 
und G ln , welche den Geraden g } g f entsprechen, können sich 
ausserhalb der Fundamentalpunkte 1—9 nur in einem Punkte 
schneiden, dem entsprechenden zum Schnittpunkte von g. g'. 
Also ist 

9 

n % — 1+2 v ? = + 5 )* 

i 

und die Ordnung der Verwandtschaft ist also 3v + 5. 
Einer Curve m ter Ordnung, die in i einen ^-fachen Punkt hat, 
entspricht mithin eine Curve der Ordnung 

9 

#=(3v + 5)m— YoV (v*' = 2v—37;+1) (5) 


5. Die Curven A7 schneiden sich ausserhalb derFundamental- 

i 

punkte nicht mehr. Es ist auch 

£ 

( v ~ 2 7i+ 1) (v— 7i—7x) + (v— 27 x + 1) (v—7x—7;) + 

+ ^hii(v — 7 ,-— 7 x) (v— 7 x— 7 *) = (2v—37,-f -1 ) (2v— 87 * -+- 1 ) = v,v„ 


zu Folge der Gleichungen (1) und (2), wobei in 2" li nicht gleich 
i und x zu setzen ist. 
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Die Fundamentalcurven bilden zusammen die Jacobische 
Curve des Netzes der G n , indem diese nur Doppelpunkte auf¬ 
weisen können, sobald sie zerfallen, also g durch einen der 
Fundamentalpunkte geht. Es ist auch 

9 

^ (2v—3 7j .+ 1 ) = 8 (3v+4) = 3 (»—1). 

1 

6 . Auf jeder Geraden g der Ebene liegen v Paare 
a, ol der Verwandtschaft; denn trifft T v in vPunkten, durch 
welche v Curven C 3 gehen, welche jede ein Paar, auf g liegend, 
ausschneidet. 

Lässt man g um einen festen Punkt k der Ebene sich drehen, 
so ist der Ort der auf ihr liegenden Paare «, « eine Curve der 
2v 1 ten Ordnung, ft 3v + 1 ; denn auf jeder Geraden durch k liegen 
2v Punkte derselben, und k ist einfacher Punkt von k 2 '^ 1 , da die 
Cl die T v in dem Punkt 7 trifft, so dass ky den Punkt * enthält, 
der dem Punkte k entspricht. 

Der Fundamentalpunkt i ist ein (v— 7 ,)-facher Punkt von 
£ 2 v+i . c t enn auf ki liegen von k 2v + 1 die y £ Paare, welche die C 3 
ausschneiden, die P v in i berühren, und die v— 7 * Schnittpunkte 
von ki mit A^, während die v— y £ entsprechenden Punkte dieser 
Schnittpunkte in i fallen. In der That ist auch 

2 v + 1 — 2y £ —(v— 7 i) 1 = v —li 

die Vielfachheit des Punktes i für ä 2v +L 

Die Curven k 2 '^ 1 entsprechen sich offenbar in der 
Verwandtschaft selbst. Ihr Geschlecht ist 

9 

V (2v— 1)—i 2 (y— 7<) ( v —7 —!) = 

1 

Die Curven & 2v+1 bilden ein Netz. Durch jeden Punkt 
a der Ebene geht ein Büschel derselben. Denn trifft Cl der T v in 
7 , so werden alle A 2v + X , welche ihre Punkte k auf ay haben, durch 
a und a, überdiess aber noch durch die v —1 andere Paare dieser 
Geraden gehen. 
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Die vielfachen Punkte der k 2 '*+ l und die v Paare auf der 
festen Geraden geben nun zusammen 

S) 

2(v- 7i .) 2 +2v = (2v + 1 ) 2 , 

1 

d. h. alle Schnittpunkte zweier Curven k 2 '^ 1 , sie bilden die Basis 
des erwähnten Büschels. 

Sind zwei Punkte a, b gegeben, durch die k 2v + x gehen soll, 
so schneide C'i die F v in y t und Cl in y 2 , dann liefert der Schnitt¬ 
punkt von ay x und by 2 den Punkt k , welchem ä 2v+1 entspricht. 

Die Curven ä 2v + 2 bilden eine Art von Nullsystem in der 
Ebene, indem jedem Punkte eine durch ihn hindurchgehende 
Curve und einer Curve ein auf ihr liegender Punkt entspricht. 

Eine Curve k 2 v T 1 wird von einer C 3 nur in einem Punkte¬ 
paar geschnitten. Hieraus folgt, dass k 2 ' 1 ^ 1 ohne zu zerfallen nur 
in einem Coincidenzpunkte der Verwandtschaft einen Doppel¬ 
punkt besitzen kann. Denn hätte k 2, + l in a einen Doppelpunkt, 
so müsste sie auch in a einen Doppelpunkt haben. Fällt nun a 
nicht mit a zusammen, so hätte die C% da sie auch durch a geht, 
mit k 2v +* vier Punkte gemeinschaftlich und müsste daher einen 
Theil von & 2v + T bilden. Da nun letzteres in der That eintreten 
kann, wie wir gleich sehen werden, so zerfällt die Jacobische 
Curve des Netzes der Är 2v+1 in die Coincidenzcurve der Verwandt¬ 
schaft, auf der die & 2v+1 einen Doppelpunkt haben können und 
in eine zweite Curve, auf der die Punkte paarweise so auftreten, 
dass sie Schnittpunkte einer C 3 und einer C 2 ''— 12 sind, die 
zusammen eine & 2v + ] constituiren. 

7. Die Coincidenzcurve der Verwandtschaft ist 
von der v + 5 ten Ordnung und hat in dem Fundamental¬ 
punkte i einen v— 27 ,- 4 -1 Punkt. Denn die Gerade g trifft die 
ihr entsprechende Curve G 3v + 5 in 3v+5 Punkten, von denen 2 v 
die v auf g liegenden Paare sind. Die übrigen v - 4 - 5 Punkte sind 
solche, die mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Da ferner 
die Fundamentalcurve A'/ durch i (v— 2 y* 4 -l)-fach geht, so fallen 
in den (v— 27 ,+ 1 ) Richtungen ihrer Äste entsprechende Punkte 
mit i zusammen. Hieraus ersieht man auch, dass A>‘ von der 
Coincidenzcurve H'+ 6 in den v— 27*+1 Ästen in i berührt wird. 



484 


B o b g k. 


A''*' kann die H‘+ b ausserhalb der Fundamentalpunkte nicht 
schneiden und es ist auch 

(v—2y,+ l)(v—2 ?h-2 )+ (v— 7 r- 7 x ) (v—2y x + l) = 

— (v + 5) (2v—• +1). 

Das Geschlecht der if'+ 5 ist 

& (y + 4) (v + 3)— 1 2 (v — 27 , ■4-1) (v— 2y,) = 3 . 

8. Die Punkte von H' ,+b können auch auf jeder C z erhalten 
werden, indem mau von 7 an die C 3 die vier Tangenten zieht. 
Die Berührungspunkte derselben liegen offenbar auf /T'+ 5 . Es 
schneidet auch die H'*+ b eine C 3 nur in 

o 

3 (v + 5)— V(v—2 7 ,+ l) = 4 

,/ - i 
1 

beweglichen Punkten, deren Tangentialpunkt auf V liegt. 

H+° geht durch die 12 Doppelpunkte der Curven 3ter Ord¬ 
nung des Büschels. 

Die Tangenten der Curven 3ter Ordnung in ihren Schnitt¬ 
punkten mit der J 9 T V + 6 hüllen eine Curve E der (2v + 2)ten Classe 
ein. Denn die dem Punkte k entsprechende Ä iv + 1 schneidet die 
H'+ b in 

f» 

(2v+l)(v + 5)— y* (v— 2y t + l)(v— y t ) = 2v+2 
1 

Punkten, die mit k verbunden die Richtungen angeben, in denen 
die entsprechenden Punkte a zusammenfallen. Diese Geraden 
sind Tangenten von ifc 2v +i. 

9 . Der andere Theil der Jacobischen Curve des Netzes der 
£2v+i i s t, eine Curve der 3.2v — (v+5)z=5(v — l)ten Ordnung 

K 5 <?~ 1 ). 

Sei ei, $ ein Punktepaar, für welches eine der hindurch¬ 
gehenden & 2v + a zerfällt, also aus C\ und einer C 2 >~ 2 besteht. 
Schneidet C 3 die F v in 7, so ist dieser Punkt offenbar derjenige, 
welchem die zerfallende Curve zugehört; denn die C\ enthält 
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imendlich Adele Paare, die auf den Strahlen durch 7 liegen, auf 
jedem Strahl ein Paar. Die übrigen v — 1 Paare liegen auf C-fr— 1 ), 
Avelche nicht mehr durch 7 geht. Nun geht C 2 ^- 1 ) auf der Geraden 
7 d durch das Paar d, 0 , durch welches auch C 3 geht, und kann 
daher diese Gerade nur mehr in (v— 2) Paaren treffen, d. h. yd 
schneidet die Curve F v ausserhalb 7 nur noch in v—2 Punkten 
und muss daher Tangente von T v in 7 sein. Der Ort der Punkte 
d, 0 ist also der Ort der Schnittpunkte der Tangenten von P v mit 
denCurven 3ter Ordnung C 3 , Avelche durch ihren Berührungspunkt, 
gehen. Durch Anwendung des Correspondenzprincips kann nun 
die Ordnung direct bestimmt werden. Die Classe von T v ist, da 
die Curve rational ist 2 (v — 1 ). Ist nun x ein Punkt einer 
beliebigen Geraden < 7 , so gehen von ihm an T v 2 (v — 1 ) Tangenten 
und die durch ihre Berührungspunkte gehenden Curven 3 ter Ord¬ 
nung schneiden g in 6(v —1) Punkten x Umgekehrt entspricht 
einem Punkte x l ein Punkt x. Es sind also auf g im Ganzen 
6(v —Coi'neidenzen vorhanden, unter denen v in die 
Schnittpunkte von F v mit g fallen, und die übrigen 5(v —1) auf 
dem gesuchten Orte liegen. 

Dieselbe Betrachtung liefert, dass auf einer Geraden, welche 
durch den Fundamentalpunkt i geht ausserhalb dieses nur noch 
3(v—1)+ 7 * Coi'neidenzen auftreten, die auf H b O- 3 ) liegen, so dass 
dieser Punkt für die Cuiwe ein (2v — 2 — 7 ^-facher wird. 

Die Curve iPO-O entspricht sich in der Verwandtschaft 
selbst. Ihr Geschlecht ist 3 v—4. 

10. Die Curve # 5 0 -i) schneidet die dem Punkte k zugehörige 
A ,2v+l noch in 

9 

5(v—l)(2v-hl)— V (2v—2— 7 ( )(y — 7 ,-) = 4v—4 

1 

Punkten d, d die paarweise auf 2 v —2 Geraden durch k liegen. 

Da jede der 2(v—1) Geraden Tangente A r on F v ist, so 
schneidet dieselbe F v ausser in dem Berührungspunkte noch 
in v—^Punkten und die ä 2v+1 , ihren Punkt k auf der Tan- 
gete dd liegen haben und Avelche nicht zerfallen, müssen 
daher diese Geraden in d uud d berühren. Durch den Punkt k 
gehen daher ausser den früher gefundenen 2v + 2 Tangenten 
noch 2(v — 1) Doppeltangenten. Da k ein Punkt A r on k ist, so 
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folgt, dass von ihm an k-'^ 1 keine Tangente mehr geht, denn 
diese Curve ist, da ihr Geschlecht v war, von der 2.2v+2v =z 6vten 
Classe. 

11. Hat die Ä' 2 ^ 1 * einen Doppelpunkt aufif'+ 5 , so gehen von 
k nur mehr 2v Tangenten an dieselbe, oder der Punkt k liegt auf 
der Enveloppe E der Richtungen, in denen die Punkte auf H>+» 
zusammenfallen. Hieraus ergibt sich die Ordnung dieser En¬ 
veloppe. Beschreibt nämlich k eine Gerade g , so sahen wir, dass 
k- i+1 einen Büschel beschreibt. Nun gibt es in einem Büschel 
von Curven witer Ordnung, welche in Punkten i je £ r fache Punkte 
haben, noch 

3(n—1)*—3S^+2(2^+l) 

Curven, welche noch einen Doppelpunkt besitzen ausserhalb der 
Basispunkte. 1 In unserem Büschel der ä 2v + x gibt es daher noch 

:) 9 

3.4v*—3 ^(v—70*+ ^ ( 2v —2 7l --+- 1 ) = 6vh-8 
1 1 

Curven, die Doppelpunkte besitzen. Da nun den v Schnittpunkten 
von g mit F v je Curven mit zwei Doppelpunkten entsprechen, so 
bleiben noch 4(v + 2) Curven übrig, welche einen Doppelpunkt 
haben, die ihnen entsprechenden Punkte auf g sind Punkte der 
Enveloppe E , diese ist mithin von der 4(v + 2)ten Ord¬ 
nung. Da ihre Classe 2v + 2 war, so ergibt sich ihr Geschlecht 

1 Sind nämlich a, 6, c drei Punkte der Ebene, die nicht in einer 
Geraden liegen, so werden die ersten Polaren von a und b für den Büschel 
der Curven m ter Ordnung projectiviscke Büschel bilden in Anbetracht der 
Polaren für dieselbe Grundcurve. Beide erzeugen daher eine Curve der 

2 (m —l) ten Ordnung, die in di einen 2 (ö*—1)-fachen Punkt hat, dessen 

Tangenten die 2 (ö*-—1) Doppelstrahlen der Involution der di Tangenten der 

Grundcurven sind. Analog erzeugen die Polarenbiischel für a und c eine 

Curve 2 (m —l) ter Ordnung, welche dieselben 2 (di —1) Tangenten im 
2 (di —l)-fachen Punkte besitzen. Diese beiden Curven schneiden einander in 
4 (m —1)2—4S(üi—1) di Punkten ausserhalb der vielfachen Punkte. Zieht 
man hievon die Basispunkte des Büschels von Polaren ab, die dem Punkte 
a zukommen und deren Zahl (ra—l) 2 —2 {di —l) 2 ist, so bleiben noch 
3(m—l) 2 H-2(d»-—l) 2 —4(2Be(dj—1) Punkte in der Ebene übrig, durch welche 
je eine Polare des Punktes «, b , und c für dieselbe Grundcurve geht, und 
welche also Doppelpunkte von Curven des Büschels Ordnung sind. 
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gleich J[4v + 8 — 2 ( 2 v + 2—1)]=3, was damit übereinstimmt, 
dass E durch ihre Tangenten eindeutig auf die Punkte von H’+ b 
bezogen ist, also von demselben Geschleckte sein muss. 

12. Verbindet man die Punkte a einer Geraden g mit den 
ihnen entsprechenden Punkten a von G n , so ist die Enveloppe ß 
dieser Geraden von der (2v4-l) teu Classe, denn durch den Punkt 
k gehen 2 v + l ihrer Tangenten, die Verbindungslinien der 2 v + l 
Schnittpunkte von /r v + ] mit g. Die Gerade g enthält v Paare und 
ist daher 2v-fache Tangente. Die Enveloppe ß ist rational. 
Berührt eine k 2v + x die g } so liegt k auf ß. Beschreibt nun k eine 
Gerade g r , so wird der Büschel der F v+1 die g in einer Involution 
( 2 v + l)ter Ordnung schneiden, die 2.2v Doppelelemente aufweist, 
in denen die k 2 '*+ l die g berühren, ß ist also von der 4 vten Ord¬ 
nung. Hieraus ergibt sich wieder ihr Geschlecht i[4v—2(2v)] =0. 

Ist E eine beliebige Enveloppe der wten Classe, so liegen 
auf jeder Tangente derselben v Paare der Verwandtschaft, deren 
Ort eine Curve/f der m(2v + l)ten Ordnung ist, die in i 
einen m(y — 7 *)-fachen Punkt hat. Denn soll ein Punkt a 
von K auf g , einer beliebigen Geraden liegen, so muss aoi 
Tangente von E und ß sein, und umgekehrt ist aa Tangente von 
ß und E, so ist a ein Punkt von IC. Da ß und E m{ 2v + l) 
Tangenten gemeinschaftlich haben, so ist dies die Ordnung von 
IC. Ist aber g eine durch i gehende Gerade, so ist @ nur mehr von 
der 2 v + l—(v — 7 ,-) = (v+ 7 ;+l) teu Classe und hat also mit E nur 
wi(v + 7 , + 1 ) Tangenten gemeinschaftlich, also schneidet g die K 
ausserhalb i in m (v+ 7 , 4 -1) Punkten und dieser ist also ein 
wi(2v + l) — m(y+yi-\-l) = m(y — 7 *)-facher Punkt von IC. Die 
Curve IC entspricht sich in der Verwandtschaft selbst. 

13. Eine allgemeine Curve der ( 2 v + l)ten Ordnung, welche 
in i je einen (v— 7 ^-facken Punkt hat, ist bestimmt durch 

(v 4 - 2 ) ( 2 v + 1 )— < (v— 7 «) (y — 7 *+ 1 ) = V 4 - 1 

1 

Punkte und unsere £ 2v + l bilden daher ein ausgezeichnetes Netz 
in der Mannigfaltigkeit dieser Curven. 

Jede Curve C 2v+1 aber, welche in i einen (v—7,-)- 
fachen Punkt hat, entspricht sich in der Verwandt- 
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schaft selbst. Denn die C 2v+1 schneidet eine feste C 3 die 
durch die neun Fundamentalpunkte geht nur in zwei Punkten, die 
ein Paar unserer Verwandtschaft bilden, und die ganze Schaar 
von zwei Punkten auf C 3 wird von allen C 2v+1 der obigen Art 
ausgeschnitten. 

Da unter ihnen nun auch unsere /r v+1 Vorkommen und diese 
je in einem Paare a } a die C 3 schneiden, so thuen es alle C 2 ^ 1 , 
welche in i einen (v — 7 ^-fachen Punkt haben, d. h. diese Curven 
entsprechen sich in der Verwandtschaft selbst. 

Aber auch jede Curve C r2v-3X + 1 der (2v—3 A-f-l)ten 
Ordnung, welche in i einen (v —7,»— A)-fachen Punkt 
hat, entspricht sich in der Verwandtschaft selbst. 
Denn eine C 3 schneidet eine solche Curve noch in 

3 (2v— 3A+1) — ^ (v— X — 7^) = 2 
1 

Punkten. Es schneidet daher die Gesammtheit der Curven 
£ 2 v— 3 >.+i au f einer festen C 3 eine einfach lineare Schaar von 
zwei Punkten aus, deren Verbindungsgeraden durch einen festen 
Punkt von C 3 gehen. Nimmt man zu C 2v-3X+1 noch X Curven C 3 
hinzu, so bilden diese zusammen eine C 2v+1 der oben erwähnten 
Art, die sich in der Verwandtschaft selbst entsprechen, und da 
jede C 3 sich selbst entspricht, so muss es auch die C 2v — u +i thun. 

Von einer solchen Curve sind nur noch 


.(2v-3X+1)(2v-3X+4)-J }7 (»— y ( — X)(v— 7,-X+l) = 

= v + l— 2 A 

Punkte willkürlich wählbar. Ist also 

2 X ^5 v + 1 

so werden solche Curven C 2v ^ :)X + 1 wirklich existiren, und da 


7x — ~ö 


(nach 3) ist, wenn v nicht 4 ist, so wird 

X+ 7 1 ^v + l und v—X —> 1, 
d. h. die Fundamentalpunkte werden Punkte der c 2 ' , ~ 3l+1 sein. 
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Ist v 2v'+ 1, so kann man X := v 7 setzen und erkält als Cur- 
ven niedrigster Ordnung dieser Art, die sich selbst entsprechen, 
Curven der (V + 3)ten Ordnung, welche in i einen (v 7 —7*H-1)- 
fachen Punkt haben, und die ein Netz bilden; denn von jeder 
solchen Curve sind noch v + 1 —2X = 2 Punkte frei wählbar. Die 
Curven, welche durch einen Punkt a der Ebene gehen, bilden einen 
Büschel, und schneiden sich noch in 


(v'+V—^ O'+l-V;) 2 -! = 1 

1 

Punkte, der der entsprechende a zu a sein muss. 

Ist also v ungerade, so können wir unsere Ver¬ 
wandtschaft auch durch das Netz der Curven 

(“^“) ter Ordnung definiren, die in jedem der neun 

Fundamentalpunkte i einen ( —- 7 J-fachen Punkt 

haben, so zwar, dass die Curven, welche durch a 
gehen, sich noch in dem Punkte a schneiden. 

Ist v = 2v 77 und v' 7 nicht gleich 2, so kann man X = v 77 setzen 
und erhält als Curven niedrigster Ordnung solche von der 
(v"H-l)ten Ordnung, welche in i einen (v 77 — 7 ,-Vfachen Punkt 
haben. Diese Curven bilden einen Büschel, dessen Fundamental¬ 
punkte in den Punkten 1—9 liegen; denn es ist 


9 

(v"+l) 2 — ^(V'-vO 2 
1 


= 0 


und jede Curve ist durch einen weiteren Punkt bestimmt. Eine 
solche C''"+ l 7 welche durch a geht, schneidet, die C\ in dem 
Punkte «. 

Setzt man aber X = v 77 — 1, so erhält man Curven der 
(v"+4)ten Ordnung, die in i einen (v 77 +l— 7 e )-fachen Punkt 
haben und von jeder solchen Curve sind drei Punkte willkürlich 
wählbar. Die Curven C v "+ 4 nun, welche durch einen festen 
Punkt b der Ebene gehen, gehen auch durch den Punkt ß und 
bilden ein Netz sich selbst entsprechender Curven, so dass die 
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durch einen Punkt a gehenden Curven sich nur mehr in einem 
Punkte a schneiden, denn es ist 

(v"+4) 2 —2 (v"+1— 7 f)*—2—1 = 1. 


Diese Annahme kann man auch für v ,f = 2 machen, was von 
der ersteren nicht anging, da v"+l=:3 wird und der Büschel 
selbst entsprechender Curven eben derjenige wird, von dem wir 
ausgingen, sobald wir den zweiten in der Tabelle angeführten 

v —f -1 

Pall betrachten, für den y t = 3> —— ist. Für den ersten Fall 

Ci 


werden die Curven v^+lter Ordnung Curven 3 ter Ordnung, welche 
in 9 einen Doppelpunkt besitzen und durch die Punkte 1—3 nicht 
hindurch gehen, durch 4 —8 einfach gehen. 

Ist also v gerade, so bilden die Curven (— 


Ordnung, welche in i einen 




7 J-fachen Punkt 


haben, und durch einen festen Punkt b der Ebene 
gehen ein Netz sich selbst entsprechender Curven 
derart, dass die Curven, welche durch den Punkt a 
der Ebene gehen auch durch den Punkt a, welcher 
a entspricht, laufen. Die Punkte b und ß, welche zu den 
Basispunkten des Netzes gehören, haben keine Fundamental- 
curven zu entsprechenden Curven, sondern einer entspricht dem 
andern, und ist übrigens die Verwandtschaft von der Wahl des 
Punktes b unabhängig. 


Das Geschlecht der Curven 


v-b5 

~ 2 ~ 


ter Ordnung mit 




fachen Punkten im Falle des ungeraden v ist 


i (V+ 2 ) (V+ 1)_1 s (v '+1 — 7i ) 0 '— 7 ,.) = 1 . 

Für die Curven (v"-t-l)ter Ordnung, für ein gerades v ergibt 
sich, wenn v" nicht 2 ist und gleichzeitig 7 , — 3, das Geschlecht 
gleich 

iv"(v"—1 )—12 (v "— 7i ) (v"- 7i +1) = 0 
und für die Curven Ordnung ist das Geschlecht 


i(v"+3)(v"+2)— |S(v"+l —7 i) (v" — 7 ,-) = 3. 
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14. Die Curven der eben erwähnten Netze können, offenbar 
ohne zu zerfallen, einen Doppelpunkt nur auf der 
Co'incidenzcurve H'+ b besitzen. Diese bildet also einen 
Theil der Jacobischen Curve der Netze. Der andere Theil ist: 

1 . Wennv=2v / +l ist, eine Curve der3(V-t-2)—(v-f* 5 )=rv'ter 
Ordnung. Ist a ein Punkt derselben, so wird die Curve C fv/ +% 
die durch et geht, in n und a je einen Doppelpunkt haben müssen, 
also ist CI ein Bestandteil derselben, der andere ist mithin eine 
Curve C >1 der v'ten Ordnung, welche in dem Punkte i einen 
(V— 7 ,)-fachen Punkt besitzt. Da nun 

2 V —7i) y —7.;+ 1 ) = v'y-k-S) und 2(V —7j; 2 = v /2 + 1 
ist. so ist die Curve v 7 ter Ordnung durch ihre vielfachen Punkte 
eindeutig bestimmt und diese ist mithin der andere Theil der 
Jacobischen Curve des Netzes der Curven Dieselbe ist 

vom Geschlecht 1 und bildet mit jeder C :i eine zerfallende C ;/ + :? . 

2. Wenn v = 2 v" ist, eine Curve der 3(v 7/ + 3) —(v + 5) = 
= (v 7 / -h 4 )tei' Ordnung. Die Curven des Netzes C v// + 1 gehen alle 
durch die Punkte 6 , ß, diese sind also Doppelpunkte der Jacobi¬ 
schen Curve. Sei nun C'i die Curve 3 ter Ordnung, welche durch b, 
also auch durch ß geht und a ein Punkt derselben, dann muss 
offenbar die C'"+ l , welche durch a geht in die Cl und eine 
Curve C v// + 1 der (v // - 4 -l)ten Ordnung zu zerfallen, welche letztere 
dem Büschel von Curven (v // +l) te r Ordnung angehört, das in 
diesem Falle auftritt. Ist ferner c ein nicht auf Ci liegender Punkt 
der Jacobischen Curve, so ist C'i ein Theil der zerfallenden Curve 
C' ,,/J r\ der andere Theil muss durch b gehen und ist die Curve C'”+ l 
des eben erwähnten Büschels, welche durch b geht. Diese bildet 
nun mit jeder C ?t eine zerfallende C v// + 1 und die Jacobische Curve 
dieses Netzes zerfällt daher in die C'i und die C'^'+\ welche beide 
auch durch ß gehen. 

Ist v ~ 4 und 7 t = 3, 7 ,-= 1 (i — 2, 3 . .9), so ist unser Netz 
ein solches von Curven der 6 tcu Ordnung, welche in 2, 3. .9 

Doppelpunkte haben und durch 1 nicht hindurchgehen, und b , ß 
zu festen einfachen Punkten besitzen. Jeder Büschel dieser 
Curven enthält nun zerfallende Curven 6 ter Ordnung, denn die 
durch a gehenden C G schneiden sich noch in « und die durch 1 
gehende Curve dieses Büschels zerfällt offenbar in die C\ und in 
die C'i 

d. lnatlicm -naturw. Cl. XOI. IM. TI- Abih. 
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II. Erzeugung der Transformationen. 

15. Wir haben in I die Ordnung v der Curve F grösser als 
Null angenommen. Wir können aber den beiden Gleichungen 

9 9 

^ 7i . = 3 v-l V 7 , ? = v* + 1 
1 1 

auch für v = 0 genügen, wenn wir y t =y 2 = . .=y s = 0 } 
7 9 = —1 setzen und dann 9 als den Punkt betrachten, der r 
ersetzt. Die Beziehung zwischen den Punkten a, a ist dann 
folgende: Man legt durch a die Curve C\ des Büschels durch 
1—9, und verbindet a mit 9, der dritte Schnittpunkt von a9 mit 
C'i ist der Punkt a. Man erkennt nun leicht, dass dem Punkte 
/ =: 1, 2. . . 8 die Gerade 9 i als Fundamentalcurve Aj entspricht, 
und dass dem Punkte 9 eine Curve 4 ter Ordnung A 9 als Funda¬ 
mental curve zugehört, welche in 9 einen dreifachen Punkt hat, 
und durch die übrigen 8 Punkte einfach hindurchgeht. Die in 2 
und 4 abgeleiteten Formeln ergeben also auch für die obige 
Annahme von v=:0 richtige Werthe. Die Ordnung der Trans¬ 
formation wird 5. 

16. Wir sahen inl, 3, dass jede Fundamentalcurve A '- 2 als 
Curve P v für eine Transformation angenommen werden kann und 
man hiedurch Transformationen höherer und niedrigerer Ordnung, 
als die vorgelegte erhalten kann. Ich will nun zeigen, dass über¬ 
haupt jede F J in einer Verwandtschaft niedrigerer 
Ordnung, als sie ergibt, Fundamentalcurve ist, und 
dass man also auf die angegebene Art überhaupt alle Curven T v 
erhält. 

Zu dem Zwecke zeige ich vorerst: Ist die Verwandt¬ 
schaft festgelegt durch die Grundcurve F v und ent¬ 
spricht dem Fundamentalpunkte i die Fundamental¬ 
curve r v , so wird in der Verwandtschaft, welche 
durch die Grundcurve F v/ festgelegt ist, dem Punkte 
i die Curve F v/ als Fundamentalcurve entsprechen. 

Denn T v habe in h einen 7 , r fachen und V' 1 ' einen 74 -fachen 
Punkt, dann ist nach 3 für die durch F v festgelegte Verwandt¬ 
schaft, da T v/ die Fundamentalcurve A v / ist: 

7 1 


v' = Vi = 2v— 3 7 ,+ l, 7 ' = 7 ,v = v—2 7 ,-+l, 7 a — 7i -,h — v — 7 t— 7 *‘ 
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Wählt man nun T v/ als Grundcurve, so wird dem Punkte i 
als Fundamentalcurve A ^ entsprechen, und zwar wird für diese 

v;.= 2v'—371+1 = v 7 -i = v'—27; +1 =: -j; 7)1,i = 'ji — ‘j'h — ‘/h 

sein, d. h. sie ist mit F v identisch. 

Wir werden nun gleich zeigen, dass 2v— 37 j + 1<v sein 
muss, dass also die Fundamentalcurve sicherlich von niedriger 
Ordnung ist als T\ Es tritt mithin V J als Fundamentalcurve 
wenigstens in der Verwandtschaft, die durch A'(* bestimmt ist, und 
deren Ordnung niedriger ist, schon auf . 1 

17. Um zu zeigen, dass v x < v ist, zeige ich, dass wenn 
v = 3ja+£ (s = 0,1, 2) gesetzt wird, sich mit alleiniger Ausnahme 
dreier Fälle 

ergibt. 

Wäre nämlich 7 , = p-+s, so folgt aus 

0 

y? y, = 9^+3s —1 
1 

9 

y? yi=8/j.+2s — 1 

2 

und da 

7i ^ 7 2 ^73^74^ 7n ^ 7« ^ 7? ^ 7s ^ 7 9 ^ 0 
sein soll, so folgt ans letzterer 

7 2 = 7 3 = 1 J -+ S und 74 = 75 = 76 = 77 =78 = f* 7 9 = f--l 

1 Hiemitist gleichzeitig gezeigt, dass man alle positiven ganzzahligen 
Lösungen der beiden Gleichungen 

o 9 

y ] *i r -= 3v— 1 y? vf= v2 -hi 

1 1 

erhält, wenn man aus einer (v, bekannten v,-= 2 v— 37 H-I, 7 *-,t=v—2 r /H-l 

7 »\a=v— 7 *^- 7 * (2 = 1, 2 ... 9) bildet, wodurch v # =v;, 7 ^= 7 t -, *■, 7 ^ = 7 
gesetzt, sich eine neue Lösung für v # ergibt. Man kann hiebei von der 
Lösung v 0 7 X = 7 2 ... = 7 8 = 0 79 = —1 ausgehen. 


32 * 
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daher ist 

9 

27? = v 2 +1 + 2(^-,u) 

1 

und es wird nur für 

S = 0 JUL = 0 

£=1 {J. = 1 

£ = 2 [JL = 4. 

die Curve T v nicht zerfallen und rational sein, also für unsere 
Verwandtschaft Grundcurve sein können. 

Für diese drei Fälle ist aber 

v = 0 7 i=7* = 7* = 74 = 75 = 7 6 = 7t = 78 = 0 7g =— :1 
v = 4 7 1 =7 2 =73 = 2 7 4 = 7ä = 7 6 = 77=7 8 = 1 7 9 = ° 00 

v — 14 7,3=72 = 73 = 6 7 4 =,7 5 = 7« = 7r = 7a = 4 7 9 = 3 

Da nun für 

v = O, V, = 1 

v = 4, v, = 3 
v = 14, », = 11 

folgt, so ist mit alleiniger Ausnahme des Falles v = 0 stets v £ <v 

Wir können noch analog zeigen, dass y 9 ^S-v^—s—1 

o 

ist, indem, wenn y 9 = [j.—s ist, folgen würde, sobald s > 0 ist 

7i=7*=7*=74=75=f t + £ > 7 6 =f x +s—1, 77=78=79=^—® 
woraus 

9 

V 7f = v 2 +1 + 2 (4s 2 — s—u) 

1 

sich ergibt, also nur wenn 

S — l |UL = 3 

* = 2 jx=14, 

ist die betreffende Curve T v rational und zerfällt nicht. In diesen 
Fällen ergibt sich 

v = 10 7 i=7* = 7» = 7*=75 = 4, 7 6 = 3 > 7t = 7 8 = 7 9 = 2 ß) 

'•' = 44 7,=72 = 7 3 = 7 4 = 7 5 = 16, 7, = 15, 77 = 7 8 = 7 9 = 12 ( 
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also 


V — £ 


7 9 — 3 


■e. Ist aber s — 0, so ist 7 9 </ji— 1, denn für 


= [a —1 ergibt sieb für alle übrigen = ja und daher 

9 

y* = — 2 /a. 



Eine solche Curve zerfällt stets in y. Curven 
3 ter Ordnung, besitzt also auch den 9. Punkt zu einem 
/j.-fa eben. 

18. Wir hätten nun zwei Transformationen T v) T v , mit den¬ 
selben neun Fundamentalpunkten gegeben und ihre Grundcurven 
T v , F v/ hätten in dem Fundamentalpunkte i einen 7 ,- respective 
-fachen Punkt, wobei wir von den Bedingungen ^ y 2 ^ 

7 ' 2 ; 72 ^ • • • absehen. 

Wenden wir auf den Punkt a die Transformation T v an, 
wodurch wir den Punkt a erhalten, und auf diesen die Trans¬ 
formation T!„ so erhalten wir den Punkt a 7 , welcher daher aus a 
durch die Transformation S=l\. T v/ erhalten wird, wobei . TV 
bedeuten soll, dass zuerst T v und dann TV angewendet wird. 

Die Transformation S ist eine eindeutige und 
hat die Punkte 1—9 zu Fundamentalpunkten. Jede 
Curve C 3 des Büschels durch 1—9 entspricht sich selbst. Denn 
liegt a auf der C% so wird sowohl a als af auf ihr liegen. 

Um die Ordnung s der Transformation zu finden, brauchen 
wir nur die Curve G n , welche einer Geraden g vermöge T v ent¬ 
spricht, durch TV zu transformiren und erhalten, da G n von der 
Ordnung 3v-h5 ist und in i je einen (2v— 37 ? +l)-fachen Punkt 
besitzt. 


« = (3v+5)(3v'+5)- ^ (2v—37 < +l)(2v'—3/,+ 1) 
1 

= 9 ^ 7 i 7^ +10 


Setzen wir daher 


o 



i 
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so wird 

s — 9 ö V) v / +10. 2) 

Es möge nun der Punkt i einer Fundamentalcurve D '**' von 
der Ordnung s £ entsprechen, so müssen alle ihre Punkte durch S 
in den Punkt i gebracht werden, oder D*? entsteht aus i durch die 
inverse Transformation *S r_1 =: T v/ . T v . Vermittelst T v , wird aus i 
eine Curve erhalten, deren Ordnung v- = 2v / — 37 '+1 ist und 
die in i einen —2 y'-h l-fachen Punkt, in h einen 7 

= v'— 7 '— 7 * -fachen Punkt hat. Dieser A^ entspricht daher ver¬ 
möge eine Curve der Ordnung 

® / 

Si — v X 3v + 5)—(2v— 37 ,-+1) 7 • — 2^ (2v—3y h + 1) 7 • 7 , 

1 

- ( v /_2 7 ;.+ 1 ) (3v+5) - (2v-3 7 i .+ 1 ) - 

0 

— ^ ( 2 v— 3y k + 1 ) (v'— Yi—Yh} 
1 

= 3 ^vv'— ^7 +v'—v = ( = 3— 37 -+ 3 7o 

0 

1 

wobei Si bedeutet, dass h+i gesetzt werden soll. 

0 

Es ist mithin 

3(ö\, v/ +7i— 7 * 4 - 1 ) + '/—v. (3) 

Dahingegen entspricht dem Punkte i vermöge S=T ,,. T' v 
eine Fundamentalcurve ®* / *' von der Ordnung 

«i-= 3 (0 vv/ -i- 7'—7,-f-1) -4- v—v 7 4 ) 

und mithin wird einer Curve C M von der Ordnung m als trans 
formirte durch S eine Curve entsprechen, deren Ordnung 



ist, wenn C m in i einen x r fachen Punkt hat. 

Bezeichnen wir mit aW die Vielfachheit des Punktes x für 

i 

die Fundamentalcurve D"’, so ist (?(*) gleich der Anzahl der 
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Schnittpunkte der Curve A^ x mit Ä'.\ welche ausserhalb der 
Fundamentalpunkte liegen. 

Ist also i=F*, so ist: 

o 

(jW =v x v'—■ y„Yt, x—'v— ^ V*. *, 7.', * 

1 

wobei Sa" bedeuten soll, dass A nicht die Werthe * und £ 
annehmen soll. Es ergibt sich mithin 

<j00 = (2v— 37^+1) (2v 7 —37'+1)—(V— li—yi 4- v—7*—7*)— 

0 

— 2 (v— 7 ,—y t ) (y'—ii—i,) 

1 

9 

= v/ — 2 7 * 7 * +1 + ( 7~79 + ( 7 '-- 7 x ) 

1 

also 

gW = 0 vv/ + 1 + (7 ~ 70 + (?i-7x) 5) 

Ist aber £=*, so folgt 

3» — v, v'—7 ,, ,. 7'2 7.-, Ä • 7* 

= (2v—3 7< +1) (2/—3 7 '+1)—(v—2 7i -+ v 1 —2 7 f)— 

9 

- 2( v— 7.—7*K v/ —7i—7/.) 

] 

9 

=w'— 2 7 * 7 * 

oder 

a(0 = o vv , 5 (i) 

d. h. jede D** geht gleich oft durch den ihr entsprechendenPunkt i. 

Für die ©J'*, welche dem Punkt i entspricht, ergibt sich die 
Vielfachheit a'W des Punktes * als Anzahl der Schnittpunkte der 
Curve A^ x mit A2, also ist 

a i (x) = »«'+ 1 + (7*—7-0 + (Ti—7‘) = 
of = 0,,, 


6) 
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19. Die Beziehung der Punkte a, a! auf einer Curve CI ist 

bekanntlich derartig, dass entweder kein Punkt a mit seinem 

entsprechenden a r zusammenfällt, oder dass jeder mit seinen 

entsprechenden coincidirt und dass also dann die Curve 3 ter 

Ordnung ein Theil der Coincidenzcurve wird. Es kann auf Cl der 

Punkt al nur mit a zusammenfallen, wenn der Punkt 7 in dem C'i 

die P v trifft, identisch ist mit dem Schnittpunkte y f von C^mitF v/ , 

d. h. wenn Cl durch den Schnittpunkt von T v mit T J/ geht, der 

ausserhalb der Fundamentalpunkte liegt. Dann ist aber C\ eine 

Curve, deren Punkte mit ihren entsprechenden coincidiren. Die 

Coincidenzcurve der Transformation S Ibesteht daher aus den 

Curven 3 ter Ordnung, welche durch die o vv/ Schnittpunkte von V ' 

mit P v/ , die ausserhalb der Fundamentalpunkte fallen, (Gig. 1 ) 

gehen. Ist o, n/ = 0, d. h. schneiden sich P v und T v/ nicht ausser- 

halb der Fundamentalpunkte, so existirt keine Coincidenzcurve, 

gleichzeitig geht keine D u respective S)' s >' durch i. Ist o vv ,±0, so 

* , * * 
berührt jede Z)*> respective die 5 vv/ Curven 3 ter Ordnung in i. 

Nehmen wir beispielsweise als T* und P v/ zwei Fundamental- 
curven, welche den Punkten i und x entsprechen, in der durch 
die Grundcurve r> x mit o r fachen Punkten bestimmten Verwandt¬ 
schaft also 

V := 2/j.— 3o,- + 1 7e = /J.— 2ö{ + 1 y h — \J.—Oi —d h 

v f = 2/j- —3o x + 1 yl= tj. —2 0 x -h i yi ~ iJ.—d y —o k 

so wird o vv , = 0 , (I, 5) also s = 10 

s h — 3 (Ä = f = /, >c) j St~ 6 s x = 0. 

Die Curven D\ haben in x einen Doppelpunkt und gehen 
durch alle Punkte bis auf die Punkte i und A, wo sie nicht 
hindurchgehen. Z)? hat in x einen dreifachen Punkt in den übrigen 
Punkten Doppelpunkte, und geht ebenfalls nicht durch i. 

Wir wollen diese Transformation mit S £i x bezeichnen, und die 
den Curven A^'=P' ; und A£ x = F v/ entsprechenden Transforma¬ 
tionen mit T x , so ist T t . T, = S L x , d. h. T £ — S £) x T y oder man 
kann die involutorische Cremonatransformation, welche der Grund¬ 
curve A'/ entspricht, erhalten, wenn man die bestimmte Trans¬ 
formation lOter Ordnung S it% und hierauf die involutorische Trans¬ 
formation, welche zu einer zweiten Fundamentalcurve ty gehört, 
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anwendet. Ist o* > o x also v < v', so folgt hieraus, wie man durch 
S it % die Ordnung von T % erniedrigen kann, was später noch deut¬ 
licher gezeigt werden soll. 

Auf einer Curve 3ter Ordnung des Büschels durch 1— 9 , liegen, 
wie wir sahen, vier Punkte der CoTncidenzcurve J v + 5 der Ver¬ 
wandtschaft geht nun C 3 durch einen Schnittpunkt von F v 
und F v/ , d. h. entsprechen sich ihre Punkte in der Transformation 
S selbst, so müssen offenbar ihre Schnittpunkte mit derCoincidenz- 
curve der einen Verwandtschaft T v auch auf der Coincidenzcurve 
der anderen T )f liegen. Nun gehen aber alle Coincidenzcurven, 
wie wir in I, 8 erkannten, durch die zwölf Punkte, in denen die 
Curven C 3 des Büschels Doppelpunkte haben, also müssen sich 
die beiden Coincidenzcurven J v + 5 und J v/ + 5 in 4 o vv/ +12 Punkten 
ausserhalb der Fundamentalpunkte schneiden. In der That liefert 
die Gleichung 

9 

(v+ 5 )(v'+ 5 )— y (v— 2 7i +l)(v'- 2 7 {+ 1 ) = 4$,„+12 
1 

die Bestätigung. 

20 . Das Entsprechen der Punkte «, a f auf der Curve C 3 
vermöge S ist im Allgemeinen kein involutorisches. Denn 
schneidet C 3 die V ' in 7 und F v/ in 7', so bestimmt 7 a auf C'i den 
Punkt ol und 7'a den Punkt <L Schneidet nun 7 a' die C 3 a in o! 
und 7'«' in a f/ , so wird a n dem Punkte a vermöge S z entsprechen. 
Soll nun a n mit a zusammenfallen, so wird das Viereck aact! o! 
der Cl eingeschrieben sein und ein Paar Gegenecken desselben 
7,7' liegen auch auf C 3 , daher bilden nach einem bekannten 
Satze a o a f a! ein Quadrupel von Punkten mit gemeinsamem Tan¬ 
gentialpunkt und auch 7, 7' haben denselben Tangentialpunkt. 
Umgekehrt haben 7, y f auf einer C z denselben Tangentialpunkt, 
so wird a n stets mit a zusammenfallen, d. h. auf C z ist das 
Entsprechen der Punkte ein involutorisches. Es frägt sich, wie 
viel solcher Curven C 3 existiren, auf denen die Punkte sich 
involutorisch entsprechen. 

Ist 7 der Schnittpunkt von F v mit einer beliebigen C 3 , so liegt 
der Tangentialpunkt y t desselben für die C 3 auf einer bestimmten 
rationalen Curve F* T der Ordnung welche ihre vielfachen 
Punkte nur in den Fundamentalpunkten hat. Fällt nun einer der 
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drei anderen Berührungspunkte, der von y L an C 3 gehenden Tan¬ 
genten auf T v/ , so ist dieser mit 7 zusammen ein solches Punkte¬ 
paar, welches auf der C 3 ein involutorisches Entsprechen bewirkt. 
Den Ort J m der drei Berührungspunkte der von y t an die C 3 
gehenden Tangenten erhalten wir nun folgendermassen. 

Es ist T^die Curve, welche der Grundcurve F v vermöge T, 
entspricht, also ist 

9 

N— v(3v-h5)— 7 ^( 2 v-— 37 ^+ 1 ) = 4 (v+1) 

1 

und diese Curve hat in i einen T -fachen Punkt, wenn T i die Anzahl 
Schnittpunkte von A''*' mit T v ausserhalb der Fundamentalpunkte 
gelegen, bedeutet. Also ist 

Fi = vv £ — 7 *( v —27,-+ 1 )— 7 h ( v —7 i — 7 a) 

9 

= v ( 2 v—37,-4-1 ) —7j— y?r/ h (v—7i—74) 

= 2(v— 7< ) + l. 

Es ergibt sich nun auch, wie es sein muss 

sr, = 3 iv —1 
sr? = AP+i. 

Nehmen wirnimr^als Grundcurve zurBestimmung einer neuen 
Verwandtschaft T v , so wird dieCo'incidenzcurve dieser offenbar T v 
als Theil enthalten und der übrige Theil wird eine Curve J 11 der 
? ftten Ordnung sein, welche die drei Punkte enthält, die mit dem 
Schnittpunkte von G 3 mit T v zusammen ein Quadrupel auf C 3 
bilden. 

Nun ist nach I, 7 die Ordnung der Coincidenzcurve N+b = 
4v-+-9 also ist m = 3(v + 3). Ferner hat die Coincidenzcurve in i 
einen N —2r*+l = 47 *+3-fachen Punkt, also hat J m in i noch 
einen w t = 3(7 i +l)-fachen Punkt. 

Es schneidet nun J m die T v/ in 

v 7 m —S mr/i = 3 (v + 3) v 7 —32 p{ ( 7 * 4 - 1) 

= 3 6 rj/ +3 
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Punkten. Es gibt daher 3(o vv / + l) Curven 3ter Ordnung* 
des Büschels durch 1—9, auf denen das Entsprechen 
der Punkte vermöge S involutorisch ist. Denn ist y f 
einer dieser Schnittpunkte, und 7 der Schnittpunkt von C\ t mit T ', 
so haben 7, 7' auf C*, denselben Tangentialpunkt. 

21. Wendet man auf einen Punkt a hintereinander drei Trans¬ 
formationen T , T r v// an, so zwar, dass dem a der Punkt a 
diesem a! und diesem a! entspricht, so ergibt sich, wenn 7, 7', 7" die 
drei Schnittpunkte von C 3 mit F v , T v/ , T v// sind, a als Schnittpunkt 
von 7 a, a r als Schnittpunkt von y'a und a' als Schnittpunkt von 
7 n d mit Ci, und daher ist das Entsprechen der Punkte aa! ein 
iuvolutorisches, indem für alle Punkte der festen Curve C 3 die 
Geraden aa! durch einen festen Punkt von C 3 laufen. Das 
Resultat der drei hintereinander ausgeführten Transformationen 
T v Tv/, 1\// ist mithin wieder eine involutoriscke, eindeutige 
Transformation T v// /, deren Grundcurve T v/// den Ort der Punkte 
7 /7/ für alle Curven des Büschels der C 3 bildet. Es ist T v// , = 
T >. T .,,. T v// in früher angegebenem Sinne. 

Was zunächst die Ordnung n ,n dieser Transformation anbe¬ 
langt, so ergibt sich dieselbe aus der Ordnung der Curve, welche 
vermöge T v „ der G * entspricht, die zu Folge S—T.,. T, t einer 
Geraden g correspondirt, und die in i je s r facke Punkte hat, d. h. 
es ist 

9 

n ,n \= n n s — SiV 1 - 

1 

also zufolge der Gleichungen 2) und 3) 
ri" = (3 v"+5)(9$ , v/ +10)— 

9 

- V (2v"—37"+ l)(3o\.„+3+v'—v+3 7l -3 7') 
1 

— 9 (o. n/ -f* o v/v// —o vv// ) + 3 (v H- v 7/ —v') -4-14 


wobei 


N _ / // 

o v/v „ = vV- 


-2*7 


/*,// 


,v// 


= v v /; —2 7» 7" 


o vv/ = vv'—2 7; 7' 
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ist. Hieraus ergibt sich die Ordnung der Curve Y' ,ul 
n tu _ 5 

V nl — —g— = 3(o vv /-ho v/v// —Jvv/O + v + v"—v' + 3 7) 

Um die Curve A'! /// * zu bestimmen, welche dem Punkte i 
entspricht, bemerken wir, dass sie der Ort ist, welcher dem 
Punkte i vermöge T v . TV. TV/ entspricht. Nun entspricht dem 
Punkte i vermöge T\. TV die Curve welche in x einen 
oW = <jW-fachen Punkt hat. Dieser wird mithin vermöge TV/ eine 
Curve entsprechen, deren Ordnung 

v{" = «"«{— y,. 

1 

ist. Zufolge 4) und 5) und 6) wird 

vf = (3v"+5) (3o+3 4- 3y'—3y,+v—'/)— 

—o%.„(2v"-37f +1)- ^W' 

= (3v 7/ +5)(3o vv/ + 3 -h 37 ^— 37 *+ v—v 7 ) -h (2v 77 —37 "-hl)— 

—S (2v 77 — 37 "+l)(o vv/ -h 1 + 7(—7;+7x— 7 O 
vf = 3 (Ä vv/ +J v / v //—<Vv//) + 2 (v + v 7 / —v 7 )—3 ( 7 *+ 7 "— 7 ') + 4 8 ) 

Da nun v( 7/ = 2v 7 // —37' // H-1 ist, so ergibt sich 

Yi — (Ovv/ + 0 v/v// 0 vv//) + (7e + 7? 7 ö + 1 9) 

Aus diesen Werthen in 7), 8 ), 9) folgt nun auch, wie es sein 

muss 

9 9 

^ 7 ///_ 3 v ///_1 y y >»z = v" ri +l. 

1 X 

Aus dem Baue der Grössen v 7// , Y” erkennt man ohne weiters, 
dass die Transformation T v/// = T v . TV. TV/ involutorisch ist, denn 
es ergeben sich für TV/. TV. T v dieselben Werthe, also ist auch 
TV// = TV/. TV. T v und daher 

T 'ä _ T T T 'T 'TT' _1 

v /// — .1 v . v/ . l vt/ . 1 v // . .1. 1 v — 1 

wenn mit 1 die Identität bezeichnet wird. 
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22. Setzen wir nun 


für T, . 7 ,^ 7* ^ 7 3 ^ 7 4 ^ 7 ä ^ 7« ^ 7 7 ^ 7 8 ^ 7* ^ 0 

fest und nehmen 

für T,„ ■'/ =0 7 { = 7 ' = 73 = 7i = 7i = 7e = l\ = 7s=° 

79 — 1 

T,n .v" = 0 7"=—1 7*=7* =7" — 75 , = 7o =7" 

= 7« = 7 "=0 

so wird 

v w = v + 3—3 (7 t —7 # ). 

Da nun nach 17 pag. 493 


7 ^ J ——- +.-+1 mit Ausnahme der Fälle (A) (pag. 494) 

1 O 

und 

7 9 ^ pp —1 (-B) (Pag- 494) 

so ist 

7i 79 = 2 s + 2 

und daher 

v ;// v—3—6 s 


In den Fällen (a 4) ist sobald v >0 ist, y t —y g = 2, respective 
3, also v 7// = 1 respective 8 in den Fällen iß) ist y { —y 9 = 2, 
respective 4 und v 7// = 7 respective 35, also ist für alle möglichen 
v > 0 stets 

v ///^ v _» 


d. h. also: wendet man auf die Transformation 
S, eine Transformation @ 0it an, wobei TO) die 

Transformation für v = 0 sein soll, welche den Punkt y = —1 
in 9 hat, so wird der Grad der Transformation wenig¬ 
stens um neun Einheiten erniedrigt. 

Die Transformation © 9f 3 hat als Curven D** folgende: 

s i = 6 , « 2 = « 3 = # 4 = »5 = * 6 = « T = « 8 = 3 , s g ~ 0 ; 

und zwar haben die Curven 3ter Ordnung in 9 je einen Doppel¬ 
punkt, gehen durch 1 und den ihnen entsprechenden Punkt nicht. 
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DieCurve 6 ter Ordnung 1 hat in 2 —8 Doppelpunkte in 9 einen 
dreifachen Punkt und geht durch 1 nicht hindurch. Diese @ 9j x ist 
also identisch mit der früher in 19, als 9 — T^T 9 bezeichneten. 
Da nun 

1\m — 2 T v . @9 } i 

ist und 1\/// eine um wenigstens neun Einheiten niedrigere Trans¬ 
formation ist, so sieht man, dass, wenn man auf diese wieder 
eine passend an wendet, man zu einer noch niedrigeren 
Verwandtschaft gelangt und so schliesslich zu einer Transforma¬ 
tion 5 ter, 8 ter oder llter Ordnung anlangt, denn es ist immer 
v //7 =v modulo 3. Um dies aber zu bewirken, hat man für x 
den Punkt i in den niedrigsten und x in den höchst Vielfachen 
von Y' ,U1 zu legen. 

Es ist nach Gig. 9) 

yf = y 9 y 4 +y i +y"—y '+1 

also 

7"' = 7 9 > 7/" = 7 9 + 1 —(7i— 7*)> 7 9 " = 2(y 9 +l)—y t 

woraus leicht erkennbar, in welcher Abstufung die Vielfachheit 
der Punkte vorhanden ist. 

Ist 7 1 — 7 9 = 2A + p (p = 0, 1) und X> 3, so kann man auf 
T,/// nochmals @ 9) 1 anwenden, denn es ergibt sich dann 

v"" = v 7// -h3—3 ( 7 '"— 7 '") — v 7// 4-9 —3 ( 7 1 — 7 9 ) 

also 

v"" = v 2. 3 (y, y 9 2) 

nach nochmaliger Anwendung von © 9j x erhält man für die Ord¬ 
nung der Grund cur ve 

V—3.3( 7 l —y 9 —3) 

also nach ^-maliger Anwendung derselben @., j t erhält man als 
Ordnung der Grundcurve 

v —(7i —7 9 — 

und offenbar wird diese Ordnung immer kleiner werden, so lange 
p. < A ist. Wir erhalten daher nach X-maliger Anwendung der¬ 
selben Transformation @ 9jl auf die Transformation T v eine 
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Transformation T v/ für die v' = v— 3 X( 7 1 — 7 9 —X), wobei v' durch 
nochmaliges Anwenden derselben @ 0)1 nicht mehr erniedrigt 
wird. 

Daher ist 

r v/ =2’ v .©i ll 

Dasselbe Verfahren können wir nun auf T v , anwenden. Es 
seien « 9 und der niedrigste und höchst vielfache Punkt von 
r v/ , dann wird wenn — 7 ^ — 2X a +p analog 


also 






Offenbar kann man so fortfahren, bis man auf die Trans¬ 
formationen 5 ter ? gter oder llter Ordnung gelangt, für welche 
die Grundcurve von der Oten ; lteu ? 2 ten Ordnung ist. Ist also 
v=e (mod. 3) und £ = 0 ; 1 , 2 ; so wird 


und daher 




. . © X ! J - 
«... «, jj.,,, [J-1 


T v = 2T.. @V 

Mn N 


@ Aa 


da ©n. p -1 = die Identität gibt. 

Man kann daher durch passend angewendete 
Transformationen S der lOten Ordnung auf eine Trans¬ 
formation der 5ten ? 8ten oder Ilten Ordnung jede Trans¬ 
formation beliebig hoher Ordnung erzeugen. 

Nun kann man aber auch T 2 durch T 0 und T t erzeugen. 
Setzt man nämlich in Formel 7) 


r s*)--.v 
■) ./ 
n c) - .v" 


0 

7i 

= 0 

7 2 

= 0 

7» = ° 

74 = 

: 0 

O 

II 

7 6 

O 

II 

» 

O 

II 





7s = 

0 7 9 = 

: —1 





1 

7r 

= 1 

7s : 

= 0 

a 4 

II 

0 

74 = 

0 

O 

II 

\C* 

7c 

T—1 

II 

t> 

O 

II 





7s = 

11 

05 

tH 

II 

= 0 





0 

7i : 

= 0 

7s 

.=0 

7 3 = ° 7 4 


0 7 # = 

:0 

76 = —! 




7r 

= 0 

7s = ° 

79 = 

: 0 





to'Ktv ■).r(f) = r 2 


so wird 
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Da sich aus 7) v /// = 2 ergibt und zwar geht der Kegelschnitt 
durch die Punkte 1 bis 5, da 

H l = 7 i" = 7i" = 7i #/ = 7i" = 1 7i" = 71" = 7i" = 7 J /# = 0 
folgt. 

Wir können daher als eigentlich erzeugende 
Operationen unserer Reihe von Transformationen 
die Transformation 5 ter und 8 ter Ordnung ansehen. 
Eine ungerade Anzahl dieser hintereinander aus¬ 
geführt, gibt stets eine Transformation unserer Reihe, 
und man erhält dieselben auf diese Art auch alle. 

III. Die sich selbst entsprechenden Curven der Ver¬ 
wandtschaft. 

23. Wir haben gesehen, dass in der Verwandtschaft 
(■3v + 5 )ter Ordnung, welche durch die Grund curve F^ { der vten 
Ordnung mit 7 ,-fachen Punkten in den Fundamentalpunkten, fest¬ 
gelegt ist, einer Curve C”„. der mtenOrdnung mit m-fachen Punkten 

* I 

in den Fundamentalpunkten eine Curve CZ/ £ der m'ten Ordnung 
mit m'-facken Punkten entspricht, und zwar ist 

o 

m! ~ (3v + 5) w— yi m £ (2v — 3y £ -bl) 
und 1 

o 

(2v— 37 ,+ l)m—m £ — y* m x (y — 7 /— 7 X ) 

1 

da m £ die Anzahl Schnittpunkte von C“ 1 . mit der Fundamental- 
curve Ay ist, die ausserhalb der Fundamentalpunkte liegen. Hat 
C™. noch ausserhalb der Fundamentalpunkte in a einen vielfachen 
Punkt, so hat C^ H in <x einen genau so vielfachen Punkt. 

Wir setzen nun 

!) 

yi m £ — 3 m—r 

j 

i 

I>m £ y £ — vm—d 

Dann ist also r die Anzahl Schnittpunkte einer Curve C 3 des 
Büschels mit C'Z. und d die Anzahl Schnittpunkte der CZ H mit 
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Beide Zahlen d und r sind daher ihrer Natur nach positiv. Die 
obigen Gleichungen für m 7 und m!i nehmen dann die Form an: 

m' — 2m — 3 f/+( 2 v + l)r | * 

= m — d-t-r(y —7*) j 


Bezeichnen wir mit p das Geschlecht der Curve so wird 

9 

p = i(:m — 1 )(m — 2 )—\ ^ nii(pu— 1 ) 

i 

und zufolge 1 ) ergibt sich 

9 9 

2p—2+r — m 2 — ^ m\ l — m n — ^ m ' 2 3 ) 


Die Curve 0%. schneidet eine Curve C 3 des Büschels 
natürlich auch nur in r Punkten, die den r Schnittpunkten von 
C%. mit C 3 entsprechen. Hingegen ergibt sich 


d r — v m !—2 m^ji 


und mit Rücksicht auf 2) und 1) 


oder da 
ist, folgt 


d l — m — 2 rf+( 2 v + l)r 
wl — 2m —3r/+(2v + l)r 
w! — d l = m — d. 


4) 


5 ) 


Die Curve C". schneidet die ihr entsprechende Curve C"^, 
auf der Coincidenzcurve J der Verwandtschaft und in einer 
Anzahl n von Punktepaaren der Verwandtschaft. 

Die,/ Schnittpunkte von C" l u . mit J v + 5 ergeben sich 


j—{y + h)m — y] rrtiiy — 27 ,-+ 1 ) = 2m—2d+r(y-\- 1 ) 6 ) 

3 

und C'lai. kann ausser in diesen die J v + 5 nicht mehr begegnen. Da 
letztere nun — 2d , +r(y+l) Punkten schneidet, so 

tolgt j — .j l — 2 (in — m!+d! — d) — 0 nach 5) also j=f wie es 
»sein muss. 


^itzb der mathem.-natimv. CI. XCI. Bd. II. Abth. 


33 
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Die 2k übrigen Schnittpunkte von CZ. und geben die k 
auf CZ. liegenden Paare der Verwandtschaft. 

Es wird 


2k — m m' — j — 

folgen, und aus 2), 3) und 6) ergibt sieb 

7r = |(r — l)(2m—2d+rv) — p-r-t-1. 7) 

Die Geraden, welche die Punkte a der Curve CZ. mit den 
entsprechenden a von CZlt. verbinden, hüllen eine Curve @ der 
Classe c ein. Da die Paare a , a, welche auf den Geraden durch 

einen Punkt k der Ebene liegen, sich auf einer Curve & 2v + 1 

befinden (I, 6), so ergibt sich die Zahl c als Anzahl Schnittpunkte 
der CZ. mit A 2v +i, so dass also 

c = m( 2 v +1)—E m £ (v—y *•) 

wird, oder mit Rücksicht auf 1) 

c~m-d- h vr. 8) 

24. Soll nun eine Curve CZ. mit ihrer entsprechenden 
zusammenfallen können, so muss r eine gerade Zahl sein, da die 
Schnittpunkte jeder Curve C z des Büschels sich paarweise ent¬ 
sprechen müssen. Setzen wir also r — 2p, so folgt aus den 
Gleichungen 2), wenn m — m 1 und m t — m[ ist : 

3r/= w? + 2(2v + l)p ) ^ 

mi=d— p(v + l + y e ), j 

wenn man die zweite durch Benützung der ersten umformt. 

Sind nun d , p und m irgend welche ganze Zahlen, welche 
den Gleichungen 9) genügen, so wird, da aus ihnen 


^ ?n i — 2m — 2p 

i 

y mrii — vm—d 


folgen, welches die Gleichungen 1) sind, der Curve C'\ eine Curve 
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entsprechen, die dasselbe m und dieselben m £ besitzt, wie die 
Gleichungen 2) ergeben, mit Rücksicht auf 9). 

Soll nun die Curve C'£ { mit CZ £ zusammenfallen, so muss 
sich offenbar die Classe c der Enveloppe @ auf die Hälfte redu- 
ciren, d. h. also wenn c — 2x gesetzt wird, muss 8) die doppelte 
Classe der @ liefern. Mit Rücksicht auf 9) folgt dann 

x = d— p(v + l). 10) 

Es folgt nun umgekehrt, wenn für eine Curve C,» die 
Gleichungen 9) und 10) gelten, so entspricht sie sich 
selbst. Denn zufolge 9) wird die ihr entsprechende Curve die¬ 
selbe Ordnung und dieselbe Vielfachheit der Punkte besitzen. 
Würde sie nun mit der ursprünglichen Curve nicht zusammen¬ 
fallen, so würde die Classe c der Enveloppe @ nach 8) sich als 2x 
ergeben, ist diese also x, so müssen beide Curven zusammenfallen. 

25. Es fragt sich nun, durch wie viel Paare der Ver¬ 
wandtschaft muss man eine CZ t legen, damit sie sich 
selbst entspricht, wenn m und n\i den Gleichungen 9) 
allein genügen. 

Führt man in 3) die Werthe aus 9) ein, so ergibt sich für das 
Geschlecht der Curve C”\ 

2p —2 + 2p = 2p (m — d-hvp ) 

oder 

p-hp —1 —p(m—d-\-vp), 11) 

und dieselbe ist bestimmt durch^ + 2p—1 weitere einfache Punkte. 

Die Curve C™. enthält dann, wenn sie mit ihrer entsprechen¬ 
den nicht zusammenfällt nach 7) 

K — (2 p — 1 ^(w, — j) — 2p — |— 1 

oder zufolge 11) 

7: = (p— l)(m— d+vp)—p 12) 

Punktepaare der Verwandtschaft. Die 2k Punkte bilden mit den 
;=:2m— 2d-h2p (y + 1) Schnittpunkten von / v + 5 mit CZ H die Basis¬ 
punkte eines Büschels von Curven CZ. 7 die nicht in die Funda¬ 
mentalpunkte fallen, da 

9 

2k+ j — m % — V m) 


33 * 
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ist. Jeder Curve C . des Büschels durch diese 2k +/ Punkte wird 
nun eine C^* desselben Büschels projectivisch entsprechen, und 
in der Involution entsprechenden Curven dieses Büschels gibt es 
daher, wenn nicht alle Curven mit ihren entsprechenden 
zusammenfallen, höchstens zwei sich selbst entsprechende 
Curven. 

Können wir daher Büschel von Curven C'* i( con- 
struiren, in welchen wir drei sich selbst entspre¬ 
chende Curven nachweisen, so müssen sich alle 
Curven derselben selbst entsprechen. Solche Büschel 
kann man aber leicht angeben. Die hiezu dienenden Sätze mögen 
vorangeschickt werden. 

26. ajWenn eine C"<., für welche die Gleichungen 9) 
gelten, durch p —1 Paare geht, die auf einer Curve C\ 
des Büschels 3 ter Ordnung liegen, so geht sie auch noch 
stets durch ein weiteres Paar. Es schneide C 3 die in 
dem Punkte 7 , dann gehen die Verbindungslinien der p— 1 Paare 
(a a s ) £= 1, 2. .p —1 durch 7 . Aus 9) folgt nun 

m -h pv r=: 3 [d — (v 4-1) p] H-p = 3x + p 

d. h. die Curve C ™. mit der pmal gezählten Curve T'! ( . gibt eine 
Curve derselben Ordnung, wie * Curven C 3 des Büschels und p 
Gerade zusammengenommen. Beide haben überdies in den 
Fundamentalpunkten gleich vielfache Punkte, denn C"'.+ (r^)p 
hat in / einen (???,+p 7 ,)-faclien Punkt und x Curven C 3 haben 
daselbst einen x = d— (v + l)p-fachen Punkt und zufolge 9) ist 
xz ~m £ -\-py £ . Die p Geraden brauchen nicht mehr durch die 
Fundamentalpunkte zu gehen. Nehmen wir nun als diese p 
Geraden die p —1 Verbindungsgeraden (« £ , a-), welche durch 7 
gehen, und eine weitere beliebige Gerade durch 7 , welche CJ in 
demPaare (#,£) treffen soll und legen wir die CZ £ durch die 2(p — 1 ) 
Punkte a t , a £ und x, so muss diese Curve auch durch £ gehen. 
Denn die p Geraden bilden mit x beliebigen Curven C 3 eine Curve 
der (m + pv)ten Ordnung, welche die C 3 in den Fundamental¬ 
punkten in («=, a £ ) (x } £) und 7 schneidet, und zwar fallen in 
letzteren p Schnittpunkte hinein, während in den Fundamental¬ 
punkt /je x Punkte fallen. Da nun die pmal gezählte und die 
Cm ebenfalls die finden Fundamentalpunkten / je xmal in 7 aber 
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prnal schneidet und durch (# £ a £ ) und x geht, so muss sie auch 
durch den letzten Schnittpunkt £ gehen. Daher folgt: Alle 
Curven C™., für welche die Gleichungen 9) gelten und die durch 
(. 0 —1) Paare der Verwandtschaft gehen, die auf einer Curve 
3 ter Ordnung des Büschels liegen, schneiden diese immer noch in 
einem weitern Punktepaare. 

b) Ist 1 eine ganze Zahl, so folgt aus 

9 

^ {m £ — 1) — 3(w—3X )—2 p 

i 

9 

^ (»»/—X) 7 i = v (m— 3X) — (d—1), 


wenn man mit 2p' und d f die Anzahl Schnittpunkte einer CZ..~x 
mit C 3 respective bezeichnet 

p' — p, d' — d—\ 13) 

und daher aus 9) 

3 (d—X) ~ (m— 3X) + 2 (2v +1 )p 
mt—l = (d—X)—p (v + 1 + 7 i-), 

d. h. einer entspricht wieder eine solche Curve. Für das 

Geschlecht p' folgt dann aus 11) 

p'+p —1 =p (in — d+vp —2A) 

oder 

p'—p-2lp 14) 

und die Anzahl Paare tt', die auf dieser Curve liegen, ergibt sich 
aus 12) 

rJ — (p — 1) (m — d+vp — 21) — p 

oder 

rJ — K-2X(p—l) 15 ) 

während 

. f —j 4X 

wird. 

27. Nimmt man nun auf einer festen C 3 des Büschels (o —1) 
Punktepaare (a 1 a z ) 9 . .(^ p _ 1 a p _ 1 ) der Verwandtschaft an 

undlegt durch dieselben eine beliebige C”»., für die die Gleichungen 
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9) gelten, so wird dieselbe, wie wir sahen, noch ein Paar « p a 
der Verwandtschaft ausschneiden. Hieraus folgt, dass die der CZ. 
entsprechende Curve C^. auch durch die p Paare auf C 3 geht. Es 
schneiden sich beide Curven überdies in n —p Paaren und in j 
Punkten auf J v + 5 . 

In dem durch C“ und C'™. gebildeten Büschel tritt nun eine 
in die C 3 und C-^i zerfallende Curve auf, welche sich selbst 
entsprechen muss, da C 3 sich selbst entspricht. In der Tbat gebt 
C"!~ l 3 i durch die tt— p übrigen Paare und durch die j —4 Punkte auf 
J v + 5 , in denen \ diese schneidet. Es muss also die C^ZZV 
welche der Cl\T -1 entspricht, diese in 2(k — p)+j —4 —2/r / -t-/-h 
+ 2 (p—1) Punkten schneiden, also mit ihr identisch sein, da sich 
die Curven C^JZ - 3 1 und C^Z'i nur höchstens in +j ; Punkte 
ausserhalb der Fundamentalpunkte schneiden können. (Für p~ 1 
vgl. 28.) 

Es folgt nun: Sind auf drei beliebigen Curven 
oter Ordnung C 3 , C 3 , C\ des Büschels je (p— 1) Paare der 
Verwandtschaft angenommen, dann ist jede C™., 
welche durch diese Paare geht, eine sich selbst 
entsprechende, sobald für sie die Gleichungen 9) 
stattfinden. 

Es sei Cm £ irgend eine durch diese drei Systeme von (p— 1) 
Paaren gehende Curve und C'”] ihre entsprechende. Fiele diese 
mit C'n H nicht zusammen, so würden in dem aus CZ £ und C'"'. 
gebildeten Büschel drei Curven auftreten, die mit ihren ent¬ 
sprechenden zusammenfallen, nämlich die drei, welche in C 3 V C\ 7 
C 3 und je eine sich selbst entsprechende C^Z) zerfallen; es 
müssten daher alle Curven des Büschels sich selbst entsprechen, 
also auch die beliebigeCurve CZ. f welche zu Grunde gelegt wurde. 

Es sind nun von einer C™. noch q =p + 2p— 1 Punkte beliebig 
was nach 11) 

q — p(in— rf+vp + 1) 16) 

ergibt. Legt man daher die Curven C U -, H durch 3(p —1) Paare, so 
wird die Mannigfaltigkeit 

q = q —6(p—1) = p(m — d+vp —5)+ 6 17) 

sein, der durch diese Punktepaare gehenden Curven CJJ , die alle 
selbst entsprechende Curven sind. 
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28. Für p~ 1 wird überhaupt jede Curve C^, für welche 
n=3rf-2(2v + l)) 

n t — d — (v H-1 + 7 i) ) 


und Ui> 0 ist, sich selbst entsprechen. Diese Curven sind 
überdies Jiyperelliptisch. Denn, da auch jede C n ~l x sich 
selbst in der Verwandtschaft entspricht, so wird, wenn 
durch den Punkt a von C n n . geht, sie auch durch den Punkt a 
auf Cn. gehen, d. h. jede adjungirte Curve ( n — 3)ter Ord¬ 
nung der C”., welche durch einen Punkt der Curve 
geht, geht noch durch einen zweiten mit Annahme des 
ersten bestimmten Punkt derselben. Hieraus folgt aber 
deutlich der hyperelliptische Charakter der C ™.. 1 

Für diese Curven folgt aus 11 ) 


und aus J 6 ) 


p — n —d+v 
? = /> + ! 


(19) 


Die j— 2p+2 Schnittpunkte der C n a . mit der Conl'cidenz- 
curve J ' j + 5 sind die zusammenfallenden Punkte der hyperellip¬ 
tischen Beziehung auf C n nj? in ihnen wird C^. von allen adjungirten 
L 3 i berührt, ebenso auch von den Curven 3 ter Ordnung, welche 
durch diese Punkte gehen. Die j — 3— 2p —1 Doppelverhältnisse 
der Curven 3 ter Ordnung des Büschels, welche nach diesen Punkten 
gehen, können als die Moduln der C n n . aufgefasst werden, da der 
Büschel der C 3 projectivisch ist einem beliebigen Büschel der 
C”Z_ 3 i, welcher durch p—2 Punkte der C n n . festgelegt ist, in Anbe¬ 
tracht der ausgeschnittenen Paare (aa) auf C n n , 2 Da man von 
der C n a . nur p+1 Punkte etwa auf J v + 5 annehmen kann, wodurch 
sie bestimmt wird, so hängen die 7 — 3 = 2p —1 Moduln dieser 
Curven nur von pH-1 Constanten ab, und da 2p — 1 > pH -1 sobald 
p>2 ist, so sind diese hyperelliptischen Curven, wennp>2 ist, 
nicht die allgemeinsten ihres Geschlechtes. Eine Ausnahme tritt 
für v — 1 auf, indem auch noch jede C G , welche in sieben Punkten 


1 Cf. Klebsch-Lindemann’s Vorlesungen über Geometrie, pag. 711. 

2 Klebs ch-Lin demann, 1. c. pag. 717. 
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Doppelpunkte hat und ein Paar (eia) der Verwandtschaft enthält, 
sich selbst entspricht und die allgemeinste hyperelliptische 
Curve vom Geschlechte 3 wird, da man als T' eine beliebige 
Gerade der Ebene wählen kann, an Stelle der ursprünglich 
angenommenen Geraden. 

Dass jede C G , welche sieben Doppelpunkte hat und auf der 
zwei Punkte ( aa ) liegen, die mit den sieben Punkten die Basis 
eines Büschels von Curven 3ter Ordnung bilden, hyperelliptisch ist, 
folgt ohne weiters daraus, dass dieser Büschel 3ter Ordnung von 
adjungirten Curven die einfach lineare Schaar von zwei Punkten 
auf C G ansschneidet. 

29. Die Classe der Enveloppe @ der Verbindungsgeraden 
entsprechenden Punkte der Gl. ergibt sich aus 10) 

x — (/— v — 1 — n—p— 1. 

Die Envelope ist rational, da ihre Tangenten eindeutig den 
Curven C 3 des Büschels entsprechen, welcher die Punktepaare 
auf Gl. ausschneidet. In der That ergibt sich die Ordnung einfach 
daraus, dass einem Punkte k von (£ eine Curve /t 2v+1 entsprechen 
muss, welche C n n . in einem Punkte a, daher auch in dem entspre¬ 
chenden berühren muss. Nun bilden die & 2v+1 deren Punkte k 
auf einer Geraden g liegen einen Büschel und jede Curve k 2,+1 
schneidet die C n n . in 2x Punkten, welche x Paare bilden. Die diese 
Paare projicirenden Curven C 3 des Büschels bilden daher eine 
Involution xter Ordnung, in der es 2(x — 1) Doppelelemente gibt. 
Die 2(x—1) Curven C 3 schneiden dann Cl. je in einem Paare, so 
dass die /c 2v+1 , welche durch dasselbe hindurchgeht, die Cl. in 
diesem berührt, also liegen auf g 2(x—1) Punkte k , deren Curven 
k->+ 1 die Cl. doppelt berühren, in a und a, und die also Punkte 
der Enveloppe sind. 

Man findet auch die |(x—- l)(x—2) Doppeltangenten von @ 
folgendermassen. Auf den Tangenten von @ liegen nämlich noch 
je (v — 1) Paare der Verwandtschaft, deren Ort nach (I, 12) eine 
Curve K der [x(2v + l)— n] = (v — 1) (2x + l)ten Ordnung ist, 
welche in i einen x.(y — y,)— n c —y.(y— 1)—(x — l)y r fachen Punkt 
hat. Diese Curve K schneidet die Cl auf der Curve(I, 9), 
welche die coincidirenden Paare der Verwandtschaft enthält und 
überdies in je Punktgruppen zu vier, welche auf einer Geraden 
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liegen, die die |(y.— l)(x—2) Doppeltangenten der ® bilden. Die 
Kechnnng verificirt leicht dies Resultat. 

30. Es möge noch gezeigt werden, dass jede Curve C n n . 
der raten Ordnung, welche in den neun Basispunkten 
eines Büschels von Curven 3ter Ordnung ra r fache Punkte 
hat, so zwar, dass 

20 ) 

Z—J 

1 

ist. Iiyperelliptisch ist, sobald sie nicht zerfällt. 

Ein Zerfallen kann aber nur in zwei rationale Curven der 
Ordnung ri und ra" stattfinden, so dass ra = ra'+ra /7 ist, und die 
Vielfachheit ra', ra" die Fundamentalpunkte ?i' i -t-?i , £ / = n i liefert, 
oder in eine und X Curven 3ter Ordnung des Büschels, so dass 
wieder eine hyperelliptische Curve wird, die nun auch 
ihrerseits in zwei rationale Curven zerfallen kann, sobald 
2 ^—X > 0 ist. 

Wir setzen vor der Hand voraus, dass kein ra f Null ist. Es 
folgt aus 20), dass die C“ vom Geschleckte 


V — \(» — 1) («—2 )—\ ^ (». i— 1) n ( =i [ri 1 - ^ nf 


wird, und durch 


\ (m + 3) n—\ 2 n ( {n ( -(- 1) = p + 1 


21 ) 

22 ) 


Punkte bestimmt ist. Wir setzen p > 2 voraus, da Curven vom 
Geschleckte 2 stets hyperelliptisch sind. Dann folgt für eine 
für das Geschlecht 


p'—p—21, 


23) 


und dass sie durch jp'+l —2X + 1 Punkte bestimmt wird. 

Da wir ra, für alle i grösser als Null voraussetzen, so werden 
Curven C^ZL\ existiren, welche noch eine (p —l)-fache Mannig¬ 
faltigkeit bilden. Es schneide nun C n n , eine Curve C 3 des Büschels 
3 ter Ordnung in a, a; dann werden alle C]\., welche durch a gehen, 
auch durch « gehen müssen, da nun eine beliebige C 3 mit einer 
durch a gehenden C n ~l x zusammen, auch eine C™. bildet, so geht 
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Cl~h durch a oder jede adjungirte Curve («— 3 )ter Ord¬ 
nung der Curve C^., welche durch einen Punkt a von C*. 
geht, geht noch durch einen weiteren Punkt « der 
Curve Cl. y diese ist also hyperelliptiscli. 

Sei nun x die Classe der Enveloppe der Geraden, welche 
die Punktepaare der hyperelliptischen Beziehung verbinden, so 
ergibt das Correspondenzprincip, dass durch einen beliebigen 
Punkt n—p—1 dieser Geraden gehen, wenn man beachtet, dass 
auf der C*. vom Geschlechte p stets 2p + 2 Punkte existiren, in 
denen zwei Punkte der hyperelliptischen Beziehung zusammen¬ 
fallen. Es ist mithin y, — n—p— 1. 

Die Tangenten der Enveloppe @ sind nun projectivisch auf 
die Curven 3 ter Ordnung des Büschels bezogen, welcher die Paare 
ausschneidet, die auf ihnen liegen. Jede Tangente trifft die 
betreffende C 3 noch in einem Punkte 7 , dessen Ort eine rationale 
Curve T v ist. Ihre Ordnung v folgt: 

v = 2 n — 3p—2 24) 

Da das Erzeugniss des Büschels und derEnveloppe (3x + l)ter 
Ordnung ist und C? u dazu gehört. Hiebei ergibt sich die Vielfach¬ 
heit 7 j des Punktes i für die Curve T 7 

7 i = %—n i =n — p — n £ — 1 . 25) 

Es folgt nun leicht, dass 

S 7i = 3v-1 2 7 ? = v 2 +1 (26) 

ist, und dass also T' ( . zur Festlegung einer Verwandtschaft, wie 
wir sie betrachtet haben, benutzt werden kann, in der sich dann 
C„ offenbar selbst entspricht. 

Würden nun einzelne u £ Null sein, so kann man statt C n n . der 
Betrachtung eine C'^i zu Grunde legen, wo es offenbar X = 1 zu 
nehmen genügt, um auf die vorgegebene Art den hyperelliptischen 
Charakter der zu erweisen, da die 0%. durch die n -fachen 

Punkte nicht bestimmt ist und aus der Annahme 

2n,= 3n—2 


a) — 3 (?i - 4 - 3A) — 2 


auch 
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folgt. Ist nun Cnffi bestimmt, so wird auch Ty bestimmt sein, 
und in dieser Verwandtschaft sind dann offenbar alle Curven, die 
eine Curve C 3 des Büschels in zwei Punkten schneiden, hyper- 
elliptisch, und entsprechen sich in der Verwandtschaft selbst. 
Folglich finden die Gleichungen 9) statt 


n+3A = 3(tf+A)—2(2v + l) 

A — d-\- A—(v +1 +7«) 

aus ihnen folgt 

n — M— 2(2v+l) 

Ui — cl — (v H- 1 + 7 i) 

Setzen wir nun 0^n t ^?i z ^n s . . . ^’w 9 voraus, so wird nach 
25) 7 1 ^ 7 2 ^ 7 3 . ... ^ 7 9 sein. Ist nun z. B. n x =0, so wird 


n — 37 , -+• 1 — v 


und daher 


sein. 


n i — üt—li 

P — 2'/i v 


Nun wurde in (I, 3) gezeigt, dass, einen Fall ausgenommen, 
v —{-1 

(für v ~ 4) stets <;—^— ist, alsoprgl sich ergibt, d. h. in 


diesem Falle ist die Curve Cl. vom Geschlechte 1, 0 oder sie 
zerfällt. Für v — 4 und y x — 3 ergibt sich p= 2 und es sind dies 
die Curven 6ter Ordnung, welche in den Punkten 2, 3... 9 Doppel¬ 
punkte haben, ein Netz bilden, und nach (I, 13) zur Bestimmung 
der Verwandtschaft benutzt werden können. 

Zerfällt die C n a . nicht, ist also^ = 0 oder 1, so ergibt 24) 


und 

oder 

und 


v = 2 (n —2 s-—1) -f- £ = 2v'+s ( fi = 0, 1) 
v' = n — 2s —1 
n =v / 4-2sh-1 

Ui—'J-hS—'ji 


d. h. die Curve C" ist von der Art, wie wir sie in (I, 13) zur 
Bestimmung der Verwandtschaft durch ein Netz betrachtet haben. 
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Aus unseren früheren Betrachtungen folgt ohne weiters, 
dass eine C„. für welche 

y ?u—3?i —2 
1 

ist, und die neun Punkte i Basispunkte eines Büschels 
von Curven 3 ter Ordnung sind, in einem beliebigen 
Punkte der Ebene, ohne zu zerfallen, einen Doppel¬ 
punkt nicht besitzen kann, dass vielmehr der Ort der 
Doppelpunkte nicht zerfallender Curven eine bestimmte Curve 
wird, die, wenn v aus 24) genommen ist, die Ordnung v+5 hat, 
und in dem Punkte i einen (v— 27 ,--+- l)-fachen Punkt besitzt, 
wobei 7 * der aus 25) sich ergebende Werth ist. Es ist dieser Ort 
die CoTncidenzeurve der durch iy festgelegten Verwandtschaft. 

Der eben erwähnte Fall n = 6 , w* = 3, n 9 = 0 wurde 
bereits von Herrn Halphen in dem Bulletin de la societö 
mathämatique 1882, tom. X, page 163 betrachtet und die Coin- 
cidenzcurve 9 ter Ordnung angegeben. 



